
������� ���������� 2 

����� ������� 

��������� ��� ���� 

� ������������������������ 

��� ����� ��������� 

������������������������ ��� ���� ��� ������ �� � ��������� ��� ���������� ��� ����� �� ���� ��������� �� 
���� �������� �� ����� ��� ������� ������� ��� ��������� �� ��� ��������� �� ��� ����� ��� ��� ������� �� 
����������� ��� ����� �� �������� ������ ��� � ������ ���������� ��� �������� ��� ��� ���� ������� ���� 
��� ������ ��� ��������� ����� �������� ��� ��������� �� ��� ���� ������� ����� ��������� ���� ��������� 
�� Yi �� ��� �������� ���� ��� 

Y0i =i�� ������� �� �� �� ��� ���� ��� ������� ��� ��������� 

Y1i = i�� ������� �� �� �� ��� �������� ��� ��������� 

�� ������������ ���� �� ���������� ���� �� � ��������� �������� �� 

δ ≡ E [Y1i|treatment group, post] − E [Y0i|treatment group, post] 

���� ��� �� ���� �� ���� �� ��� ��� ��������� ������� ��� ��������� ����� �� ��� ���� ������� ��� ���� 
������ ��� ����� ����� ������������� ��� ������ ����� ���� ���� ���� �� �������� ���� ������� ��� ��������� 
�� ��� ����� 

��� ���� ���� �� ���� �� �������� � �� �� ���� ��� ������� Y ��� ��� ��������� ����� �� ��� ���� ������� 
��� ������� �� ���� ���� ��� ����� ��� �� �������� E [Y0i|treatment group, post]� �� ������ ������� ���� 
��� �������� ���� ��� ������ ����� ���� ���� ������� ��� ���������� ������� ��� ��������� ��������� �� 
��������� ���� �� �������� �� �������� �� �� ���� ������� � ���������� ������ �� ����� ������ �������� �� 
���� ��� ������� ������ ��� �� ����� ����� �� ����� �� �� ����������� �� ������ � �������������� ������� 
������ �� ����� ��� ������� ������� ��� ������� ����� �� ������ ����� ������� ����� ���� ����� ���� ��� 
������� ��� ���������� 

����� ���� � ������� ������ �� ����� ����� �� �������� δ �� �������� 

δ̂1 = Ê [Yi|treatment group, post] − Ê [Yi|control group, post] 

���� ��� �������� �� E [Y0i|treatment group, post] �� ��� ������� ���� �� ��� ���� ������� ��� ������� ���� 
���� �� ���� �� ����� ��� ��� ���������� ������� ��� ��������� ��� ������� ������� ���� ��������� ���� ��������� 
���� �� ��� ���������� ���� ��������� ����� ���� �� � ���������� ������ ��� �� �� ���� �������� ��� ������� 
����� �� � ��������������� ������� ���� �� ����� �� �������� 

������� ��������� �� ����� ��� �� �� ������ ����� ��� ��� ������� ����� ��� ���� �� ��� ������ ���� ���� 
��� ��� �������� 
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δ̂2 = Ê [Yi|treatment group, ˆpost] − E [Yi|treatment group, pre] 

���� ��� �������� �� E [Y0i|treatment group, post] �� ��� ���� ��� ��� ��������� ����� �� ��� ����������� 
��� ������� ���� ���� �� ���� �� ����� �� �������� ���� ������� Y �� ������ ���� ����� ���� ��������� ���� 
����������� ��������� ��� ������ �� ��� ���������� 

��� �� ��������� ����� �� ����� ��� �������� ���� ����� ����� ���������� �� ��������� ������� ���� 
���� �� ��� ��������� ��� ������� ������� ��������� ��� �� ��������� �� δ �� 

δ̂DD = Ê [Yi treatment group, post] − Ê [Yi treatment group, pre]� 
| | � 

− 

Ê [Yi|control group, post] − Ê [Yi|control group, pre] 

��� ��� ����� ����� ���� �� ���������� ��� ������ ��������� ����� �� �������� ����� ������ ���� ����� Y 
�� ������ ���� ����� ����� ��� ����� �� ����� ������ �� ��������� ���� ��� ������ �� ��� ������� ������ ���� 
�������������� ����� ��� ������������� ���������� ������ �� ��� ������� �� ��� ���������� ��� ��������� ��� 
������� ������ ����� ���� �� �������� ���� ����� �� ������� �� ��� ������� ����� ������� ��� ���� ������ 
���� �������� ������� ��� ��������� ������ ���� ���������� �� ������ �� ������������ ������� �� 
���������� ��� ��������� �� ��� ������� ���� ���� �� ��� ���������� �� ����� ����� �� �������� ���� ������� 
���� ���������� �� ��� ��������� �� �� �� ��������� 

���� ���� �� ������ ����������� ������ �� ��� ������� ��� �� ��������� �� 

δ̂DD = Ê [Yi treatment group, post] − Ê [Yi control group, post]� 
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Ê [Yi|treatment group, pre] − Ê [Yi|control group, pre] 

���� ��� �� ����������� �� ���������� ��� ���� ��������� ���� ����� �� �������� ��� ���������������� 
������� ��������� ��� �������� ����� ���� ���������������� �� ��������� ���� ��� ��� ������� ���� ����� 
�� ����� ���� ��� ��� �� �������� �� ����� ��� ����������� ���������� ������� ��������� ��� ������� ���� 
�� �������� ���� ����� ���� �� ������� ��� �� ������� ��� �� ����������� ������ ����������� 

��� �� �� ���������� 

�� �� ����� ���� ����� ���� �� �� ���� �� ������� � �� � �� ���� ���� �� ������� � ������ ��� ������� � 
�������� ����� ����� �� � ������ ����������� �� ����� ��� ����������� ������� ����� ���������� �� �� ��������� 
����� ������ �� ������� ��� �� ��������� ���� � ����������� �������� ��� ����������� 

Yit = α + βTreati + γPostt + δTreati · Postt + �it 

��� �� ���� ��� ���� �� ��� ��� �������� ��� ���������� ���������� ���� ���� �������� ����������� �� Treat 
��� Post� 

E [Yi] 

��������� ������ ���� α + β + γ + δ 
������� ������ ���� α + γ 
��������� ������ ��� α + β 
������� ������ ��� α 

���� ��� �� ��������� �� 

δ̂DD = ((α + β + γ + δ) − (α + γ)) − ((α + β) − α) 

� 



= β + δ − β 

= δ 

�� δ ���� ���� ���������� ����� �� ��� �� ��������� ���� ����������� ���� �� ���� ���������� ������ �� ����� 
��� �������� ��� ��� ��������� ���� �� ����� ����� �� ������� ����������� ������ ������� ��������� ��� 
�������� ��� ����������� ���������� ���� ������� ���� ����� ��� �� ����������� ������ ������� ��� ���� 
����� ���������� ���� 

��� ����� �� ������� ������������ ���� ��� ��������� 

�� ����� ���� ����������� ��� ����������� ���������� �������� ��� �� �� ���� �� ���� �� ��� ������� �� ��� 
���������� ��� ������� ��� ������� ������ ����� ���� �� ��������� �� ���� ����� ���� �� ��� �������� �� 
��� ����� ��� ������� ������ ������ �� ������ ��� ����� ����� ������������� �� ����� ���� ��� ������� 
�������� �� ���� �� ��������� 

������������ �� ����� ����� �� ���� �������� �������� �� ��� ������� � ����� �� ��� ����������� ����������� 
�� ��� ��� ������� ��� ��������� ��� ������� ������ ����� �� �������� �� ������� ������ ��� ��������� 
��������� ���� �� ���� ������� � �� �� ���� ������� ������� � ���������� �� ��� ��� � �������� ��������� 
��� ������ ��� ��� �������� �� ��� ���������� ��� ���� ������ ���� ��� ������� ����� ���� ���� �� ��������� 
�� �������� ��� ������ ����� ��� ��������� �������� ��������� �� ����� ��� ���� ���������� �� �������� �� 
����� ��������� � �� �� ������ ����� �� ������� ����� ��� ����� �� ���������� 

�� ��� �������� ��������� � ������ ���� ����������� ������ �� ��� ���������� ������ ���� ��� ��������� ����� 
� �� ��������� ������� ��� �� ������� �� ���� ������ �� �� ��� �� ������� ��� ����� ����������� ������ �� 
�������� ���� ���� ���� �� ��������� ���� ��� ��� ��� � �� �� ��� ����������� ��� �������� ���� ���� 
���� �� ��������� ���� �� ������ ����������� �� ���������� �� ����������� ������ �� ����� � ������� ����� �� 
��� ���������� ��� ��� ��������� ����� �� �� � � �� 
δ̂DDD = Ê [Yi |treatment group, post] − Ê [Yi |control group, post] Ê [Yi |treatment group, pre2] − Ê [Yi |control group, pre2] �� � � 

− �� 
− 

Ê [Yi|treatment group, pre2] − Ê [Yi|control group, pre2] − Ê [Yi|treatment group, pre1] − Ê [Yi|control group, pre1] 

��� ��� ���� �� ��� �� ��� ���� ���������� ������ ���� ��� ����� ����� ������� ����������� ������ ������� 
��������� ��� �������� ��� �������� �� ����� ��� �������� ��� ����� ������� ������� ����� ������ 
�������� ����� ���� ��� ������� ����� ��� ���� ��� ��������� �� ������ ��� ���� ����� ��� �� ��� �� 
��������� ��� ��� �������� ������ ���� ������ ����� ��� ��� ���� ���������� � �� ����� ��� �������� 
������ ��� ������� ����� �� ������ ���� �������� ���� ��� �������� ��� � ������ ��� ���������� ������ 

�� ��������� �� ���� �� �������� ����� ��� ��� ������ ���� ������� ��� ����� �������� ������� � ������ 
����� ����� ���� �� ��������� ���� ��� ������������ ������� ���� ���� ���� ��� �������� ������ ��� 
����� ������ �������� �� �� �������� ���� ��� �� ������ �� ���������� ������� ��� ���� ��� ���� ������� 
�� ��� ����� ����� �� ��� ���������� �������� ������� ���� ���������� �� ���� ��� �� �� ����������� �� ������� 
���� �������� ������ �� ��� ����� ������ �� ����� ���� ��� ���������� ���� ���� ����� ������������ ���� ��� 
�������� ��� ���� ����� ���� ����� ���������� �� ������������� ��� �������� �� � ������ ���������� �� ���� 
������ 

�������� ��� ��������������� ����� �� ���� �� �������� ������ ������� �� ���������� ���� ������������ ��� 
�������� �� ����������� ������ �� ���� ������� ����������� ������ �� ������� ��� ������ �� ��������� �� ��� 
���� ��� ������ ��������� �� ������������ �� ��� ��������� ��������� 

� ����� ���� ������� 

�� ���� ���� ����� �� ��� �� ��� �������� ������������ �� ��� ���� ����� �������� ����� ���������� ����� ���� 
����� ���� �� ������ ������ ������ ��������� ��� ���� ������� i = 1...N ����� ��� t = 1...T ���� �������� 
������� �� ���� �� �������� � ����� ���� ��� ���������� 

� 



yit = α + βxit + �it 

�� ���� ������ �� ����� ��������� ��� ����� ���� �it ���� � ��������� ������������������ ��������� θi ��� 
�� ������������� ����� ���� ηit� 

yit = α + βxit + θi + ηit 

����


Cov(αi, ηit) = 0 

Cov (ηit, ηjs) = 0 ∀i =� j, t =� s 

�� �������� ����� ������� ���� 

Cov(ηit, xit) = 0 

�� ���� ���� ��� ���� ���� �� ��� ������� ����� ����� ���� θi� ��� ���� �� ��� �������� ���� ��� ���� 
��������� ������� ��������� ��� ������ ���� ��� ���� ���� ����� ����� ��� ��� �������� ���� �� ������� ���� 
����� 

��� ������ ������ 

������� �� ��� ����������� ������ ��� ���������� ���� 

Cov (xit, θi) = 0 

�� ���� ����� �� ���� 

Cov (xit, θi + ηit) = 0 

�� ����� �� �� ����������� ������� ��� ���������� ���� �������� ��� ��� ��������� ����� ����� ���� �� ���� 
���� ��� ���� �� ����������� �������� ����� ��� ������ �� ��� ����� �� ��� �������� �� ���� ������ ���� 
���� ���� ���� 

Cov (θi + ηit, θi + ηis) = V ar (θi)� 

�� �� ���� ��������������� �� ��� ���������� ���� �� ��� ������ ������������ �� ���� ��� ��������� �� ���� 
����������� � ����� �� � ������ ���������� ������� ��� ����� ����� ��� ������������ �� ��� ���� ����������� 
��� �� ����� ���������������� �� ���������� ���� � ����� ������������� ����� ���������� ��� ���� ������� 
��������� �� ����������� ����� ������� ������ ��� ���� ����� ������ ��� �� ������ ������� �������� ������ 
����� ��� �� �� ��� �� ������������� 

�




��� ����� ������ 

�� ���� ������ �� ����� �� ����������� ������ ��� ���������� ���� Cov (xit, θi) = 0� �������� �� ���� θi 
�� � ��������� ������ �� ������� �������� ����� ������������ �� ��� ���� ���� ���� �� ������ ����������� ��� 
θi� �� ��� �� ���� �� �������� ��������� � ������ �� �������������� �� ��� ����������� 

N

yit = βxit + θj Dij + ηit 

���� Dij �� � ����� �������� ���� �� ��� �� i = j ��� ���� ����� ���� ������ ���� ����� ��� ����� �������� 
����� ���� ���� ��� �������� ��� ���������� �� ��� ���� ��� ���� ���� ���� ������� ���� ��������� ��� 
�������������� ��� ���������� ��� ���� ��� �� ��������� ���������� ���������������� ���� ��������� �� 
������ ����� ������ ����� 

�� �� ����� �������� ���� ����� ��� �� ��������� ����� ������ ���������� ������ ���� ��� ������������ 
������� ���� �� ��� ������ ��� ��������� �� ���� ����������� ��� ��� �������������� ��� ���� ���������� 
y �� ��� ��������� ���������� ��� ����� �� ���� �� ������ �� ��� ��������� ����� ����� ��� ���� ���� ��� T 
������������ �� ������ 1 ����� �������� �� ��� T ������������ �� ������ 2� ���� ��� XNT ×1 �� ��� ������ 
���������� ��� xit� ���� ��� ��������� ������ ���� ���������� X �� ��� �������������� �� 

(D�D)−1D�X 

� 

j=1 

��� ��� ��������� ��� ����� �� 

X̃ = X − D (D�D)
−1 

D�X 

����� ⎤⎡ 

DNT ×N = 

⎢⎢⎢⎢⎣ 

1T 0T 0T· · · 
��� 

���0T 1T 
��� 

��� 
� � � 

��� 
0T 0T 1T· · · 

⎥⎥⎥⎥⎦ 
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