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������ ���� �� �� �������� ��� ��������� ���������� 

yi = α + βxi + �i� 

�� ��� 

plim ̂ = 
Cov (xi, yi)

βOLS 
V ar (xi) 

����� ��� ���� ��������� ����� ����� ��� ����� �� �������� � ��������� �� ��������� 

��� ������� �������� ���� 

������� ��� ���������� �� ���� �� ��� �� 

yi = α + βxi + γzi + ηi 

���� Cov(xi, ηi) = Cov(zi, ηi) = 0� �������� �� ����� ������� zi� �� �� ���� �� ���� ��� ���������� ��� 
������� ���� 

yi = α + βxi + �i 

�� ���� ����� ��� ����������� ����� �� ��� ��� ��������� �� 

plim β̂OLS = 
Cov(xi, yi) 
V ar(xi) 

Cov (xi, α + βxi + γzi + ηi) 
= 

V ar(xi) 

Cov(xi, zi) 
= ⇒ plim β̂OLS = β + γ · 

V ar(xi) 

��� ������ �������� ���� �������� ���� ���� ��� ��������� ��� ��������� �� ���������� �� zi ��� � ��������� 
�� ���� �� ��� ���� ����������� �� �� xi ��� zi ������ ����������� 

� 



��� ����������� ����� 

������� �� ���� �� ��� ��� ���������� 

y∗ 
i = α + βx∗ 

i + �i 

���� Cov (x∗ 
i 

∗ 
i 

∗ 
i, �i) = 0� �� ������� y � ��� ������� �� ��������� x �� ������� �������


xi = x∗ 
i + vi 

∗ 
i 

∗ 
i���� Cov(vi, x ) = Cov(vi, �i) = 0� ���� ������� �� �� ������� y �� xi� ���� ���� �� ��� ����� 

∗ 
i = α + βxi + (�i − βvi)y

����� vi ����� �� �� ���� ��� ����� ���� ��� �� ��� ���������� �� ��� �� �������� ��� ������ �� ������� ���� 
���������� �� 

plim β̂OLS = 
∗Cov (xi, yi ) 

V ar (xi) 

∗Cov (xi + vi, α + βxi + �i)∗ 

= 
V ar(xi) 

∗V ar (xi ) = β · 
V ar (xi) 

����� ��� ���������� ������� ����� ���� ��


∗ 

∗ 

V ar (xi ) = ⇒ plim β̂OLS = β · 
V ar (xi ) + V ar(vi) 

��� �������� 

V ar (x∗ 
i )


) + V ar(vi)

λ = 

V ar (x∗ 
i 

�� ������ ��� ������������ ������� λ �� ��� ���������� �� ��� �������� �� ��� �������� xi ��� �� ��� �������� �� 
��� ���� �������� �� �������� ��������� ������ ���� ��������� ����� λ ∈ (0, 1)� �� ���� 

|plim β̂OLS | < |β| 

���� ��� ������ ����������� ����� ������ ��� ��������� �������� �� �� ��� ����� �� ����� ���� �� ������ 
������������ ������ ���� ���� �� ��� ��� ���� ���������� �� ������� ��� ���� ���������� ���� β = 0� ���� �� ��� 
��� ������ ���� ���������� ��� ����������� �� ����������� ����� ����������� ���� ����������� 

�




�

��

� ������������ ��������� ���� 

��� ����� �� 

����� �� ���� �� ��� ��������� �������� 

yi = α + βxi + �i 

������� �� ��� ������� ���� xi �� ���������� ���� �i� ������ ������� �� ��� �� ����������� ������ ��� 
������� �������� �� ������������ ��������� ����� �� �� ��� �� ���� �� ��� � �������� zi� ������ �� ����������� 
���� ��� ��������� ����������� 

��	 Cov(zi, �i) = 0� ���� �� ������������ �� ��� ���������� ������������� ���� ����������� �� ���������� 
����������� 

��	 Cov(zi, xi) = 0� ���� �� ������ ����� ������ �� ������������ ���� ���� ���� �� ��������� 

������� �� ���� � zi ���� �� ����� ���� �� ���� ��� �� ��������� �� 

β̂IV = 
Cov(yi, zi) 

Cov (xi, zi) 

�� 

plim ̂ = 
Cov(yi, zi)

βIV 
Cov(xi, zi) 

�� zi �������� ����������� ��� ��� ���� ���� 

plim β̂IV = 
Cov(α + βxi + �i, zi) 

Cov(xi, zi) 

Cov(xi, zi) Cov (�i, zi) 
= β +· 

Cov(xi, zi) Cov(xi, zi) 

= β 

���� ���� 

Cov(yi, zi) Cov(yi, zi)/V ar(zi) 
= 

Cov(xi, zi) Cov(xi, zi)/V ar(zi) 

���� ���� �������� �� ��� ��� ���� ��� �� ��������� �� ������ ��� ����� �� ��� ���������� ����������� �������� 
��� ��� ��������� 

yi = γ0 + γ1zi + ui 

xi = π0 + π1zi + wi 

���� 

� 



γ̂ˆ 1
βIV = 

π̂1 

�

� 

��� ���� �������� �� ������ ��� �������� ������ ���� �� ��� ���������� �� yi �� ��� ���������� zi� ��� ������ 
�������� �� ������ ��� ����� ������� �� �� ��� ���������� �� xi �� zi� ��� ������������ ��������� ��������� �� 
��� ����� �� ��� ������� ���� ��� ���� ����� ����������� ���� �� ���������� �� �� ��� ���� γ1 = 0� ����� 
��� ����������� ����� ���� ��� ���� �� ������� �� x� ����� zi �� ���������� ���� x ��� ������������ ���� 
�������� ���� ���� ���������� y� ��� ����������� ������� y ��� z ���� �� ��� �� � ������������ ������� x 
��� z� �� ���������� ��� ������������ ������� y ��� z �� x� ��������� ��� ������������ ������� x ��� z �� 
��������� ��� ����� �� � ������ ������ �� x� 

��� ��� ���� ��������� 

��� ���� ��������� �� � ������ ������� ���� �� ��� ����������������� ����� ����� ���� zi �� � ����� ��������� 
zi ∈ {0, 1}� �� ���� ����� �� �� ��������������� �� ���� ���� ��� �� �������� ������� 

Cov(yi, zi)
= 

E [yi|zi = 1] − E [yi|zi = 0]

Cov(xi, zi) E [xi|zi = 1] − E [xi|zi = 0]


��� ���� ��������� �� ��� ������ �������� �� ���� ��������� ���� ���� �� xi �� ���� � ����� ��������� ��� 
����������� ������ ������� ��� �������� �� ��� ����������� �� ����������� ������ �� zi ��������� ���� � �� 
�� 

��� �������� ������������ ���� 

������� �� ���� ���� ��������� z1, z2...zK ���� �� ����� ������� ���������� ��� ��� ��� ������ ��� �� 
�� ������ ����� ��� �� ���� �� ����� ������� ˆIV ���������� ��� ���� ����������� ��� �� ����� ���� �� βk 

������� ������� ��� ����������� �� ������� ��� ������ �������� �� β� ��������� ����� ������� ������ �� � 
��� �� ����� ����� �� �� ����� �� ������� ��� ��������� ���������� 

�� ��� xi = π0 + πkzik + ui� �� ������� ���� ���������� �� xi �� ��� ����������� �� ������ ��� ����� 
k


������� ���� ��� ���� ����� ���������� ������� ��� ����� ������ x̂i�


�� ��� ��� ������� ������ ���������� yi = α + βx̂i + �i� β̂2SLS �� ��� �������� �� β ���� ���� ��������� 

��� ������ ����� ���������� �� ���� ��������� ���� �� �� ���� ���� 

plim β̂2SLS = 
Cov (yi, x̂i) 
V ar (x̂i) 

��� ���������� ���� ���� ��� ������ ����� �� � ���������� �� yi �� ��� ���� �� xi ���� �� ��������� �� ��� 
������������ �� ��� ����� �� ���� �� ��� ������ ���� �� xi� �� �� ��� ���� ���� �� �������������� �� 
����������� ���� �i� 

������������ ���� ���� ����� Cov (xi, x̂i) = Cov (x̃i + x̂i, x̂i) = V ar (x̂i)� �� ��� ����� ���� �� 

plim β̂2SLS =	
Cov (yi, x̂i) 
Cov (xi, x̂i) 

���� �� ��������� ���������� ��� ����� ��� ���������� �� ��� ����� ������ ���� ��� ���� ������ �� ����� ���� 
�� �� �� ����� ���� �������� �� ��� ���� ������������ ���� ������� ��� ������ ���������� �� x ���� ��� z��� 
�� ���� ��� ���� ��� ���� ���� �� ��� ������� ������ ����������� �� ����������� ����� ����������������� 

��� ���� ���� �� ����� ����� �� �� ��������� ��� ���� ��� ��� ����� �������� ������� �������� ��� ������ 
���� ��� ����� �� ���� ������ ��������� 

� 



� 

� 

� 

��� �������� ���������� ��������� 

��� ������� ��� �������� �� �������� �� 

yi = α + β1x1i + β2x2i + �i 

��� �� ��� ������� ���� ���� x1 ��� x2 ��� ���������� ����������� ���� �i�� �� ���� �� �� ���� �� ����� ��� 
������������ ���� �� �� �������� �� ��� �� ���� ���� ���� ������� �� ��� � ���� ����� ��� ���� ���������� 
��������� 

x1i = π10 + π1kzik + u1i 

k 

x1i = π20 + π2kzik + u2i� 
k 

��� ����� ������ x̂1 ��� x̂2� ��� ��� ��� ������������ �������� 

yi = α + β1x̂1i + β2x̂2i + �i 

��� �� ��� ������� ���������� 

�������� �� ����������� ������� ���� �� ��� ������� ���� �� ���� �� �������� 

yi = α + βxi + �i 

��� �� ���� ����������� z1...zK � ����� ��� �������� ��������� ��� ���������� ����� ���������� ���� �� ��� 
��������� �� ������� ������� ����� ��� z�� ��� ���� �������� ������� ���� nk ������������ ���� zik = 1� 

�� ���� �� ��� ����� ����������� �� ��� ����� ��� ���� ����� �� 

xi = πkzik + ui 

k 

���� ��� ��� ����� ������ ���� ���� ����������� �� �� ��� �� ��� ���� �� ����� ������� ��� ����� ������ 
���� � ���������� �� �� ��������� ��� ���������� ��� �� ����� ������� ��� ���� ��� ����� ������ ���� ��� 

x̂i = x̄k� 

����� k �� ��� ����� ���� i �� ��� �� �� ��� ����� ��� ����� ������ ���� ���� ����� 

⎤⎡ 

x̂ = 

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣ 

x̄1 
��� 
x̄1 
���


x̄K 
��� 

x̄K 

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ 

�




� � 

� � 

�� ���� n1 ������ �� x̄1� �������� �� n2 ������ �� x̄2� ���� 

����� �� ���� �� ��� ��� ������ ������ ������ ����� ����� �� ������ ���� ��� ��������� ������ �������� �� 
����� ������� 

Cov (yi, x̂i) = Cov (ŷi + ỹi, x̂i) = Cov (ŷi, x̂i) 

����� ŷ ��� ỹ ��� ����� ������ ��� ��������� ���� � ���������� �� y �� ��� z��� ���������� �� ��� ������ 
������ �� ��� ��� ��� ŷ�� �� ��� ��������� ���� ������� �� ��� y�� ��� �� ������� ���� � ���������� ��� ������ 
����� ��� ���������� �� ��������� 

ȳk = α + βx̄k + �i� 

����� ����� ��� nk ������ �� ���� (ȳk, x̄k) ���� �� ��� ����� ���� �� � ���������� �� ����� ����� �� ����� 
������ ���� nk ������ �� ���� ����� ���������� 

α̂2SLS 
� 

2
= argmin (ȳk − α − βx̄k)β̂2SLS α,β 

i 

α̂2SLS 
� 

2 
= ˆ = argmin nk (ȳk − α − βx̄k)⇒ 

β2SLS α,β 
k 

���� �� � �������� ����� ������� ����� ���������� ����� ��� ������������ ���� ������� ����� �� ����� ������ 
���� �� ��� �� ��� �������� 

ȳk = α + βx̄k + �k 

��� �� ���������� �� ���� ����� ������� �� ����������� �� ���������� �� ��� ���������� �� ��� ���������� 
��������� ���� ��� �������� ���� ���� ������� ���� �� �� ��� �� ������ ���� ��������� ��������� ������ 
������ �� �������������� ��� ��������� ��� ���� ��� ������������ ���������� ���� �� �� ��� �� ������ 
���� ��� ������������ ��������� �� ������������ ��� ��� ���� ��� ��������� �� ����� ������ ������� 

�������� ��� ���� ����� ��� ��������� ��� �������� �� 

� � �2 
T̂ = 

nk 
ȳk − α̂− β̂x̄k

σ̂2 
· 

k 

���� ��������� ������� �� �� ����������������� ���� �� ��� �������� �� ��� ������������ ����� ��� ���� ���������� 
���� ��� �� ��� ����������� ��� ������ �� ���� ���� � χ2 ������������� ��� ��� �� �� ������ ���� �������� K−1 
�� ���� ���� ����������� ���� ���������� ����������� �� �� �� ������ ���� ��� �������� �������� ����� ���� 
��� χ2 ������������� �� ���� ������ ��� ���������� ���� ��� �� ��� ����������� ��� ������ ������ �� ���� ��� 
���� ����� ���� ��� �������� 

� ���� ����� ����� 

��� ����� ����� 

�� ����� �� ��� ��� �� ����� 

� 



� 1 � � 
V (p, w,A0) = max γ1c 

δ1 − γ2h
δ2 

c1...cT ,h1...hT (1 + ρ)t 
· t t 

t 

����


� ptct � wtht 

(1 + r)t 
≤ A0 + 

(1 + r)t 
t	 t 

���� ������� �� ��� ������� ������ �� ��� ������� ���� ���� ��������� ������������� 

�� �� ���� ������� ����� ��� �� ����������� �� �������� �� � ����� ������� st = wtht −ptct ��� �� ��������� 
�������� �� ��������� �� ����� ������ ��� ����� ��� ������ ��� ���� ������ �� ���� �� ��� ����� �� 
��� �������� ���� r� ��� ��� ������� ����� �������� �� ���� ������� ���� ����������� �� ������� ���� 
������� st ≥ 0� �� ����������� �� ���� �������� �������� ����� ��� ��������� ��� ��� �������� ���� ���� 
���������� ���� ����� ����������� ������ ��� ����������� �� ��� ���� ��� ������ 

�� ��������� �� ��� ������ ������ ������� �������� ����� �� ���� ��� ���� �� �������� δ2 > 1� δ1 < 1� ����� 
�� ��������� �� ������ ����������� ��� ���� ����� ���� ����� �� ������� ���� ����� ��� ��� ����� �� 
������� � ��� �� ���� ������� ��� � ������ �� ������ � ����� ��� ��� ������ ���� ��������� ������� ����� 
��� ���� ���� �� �������� ��� �������� ��������� ���� ����������� �� �������� ���� �������� ��� ���� 
��������� ������ ��� ������ ������ �� ��������� ���� ����� �� ������� ����� �� ����������� �� ��� ���� 
���� ���� ���� ��� ������ ����� ������ ��� ������� ����� ���� ���� �������� � �������������� ��������� 
�� ���� ���� �� ���� ������� ��� ���� �� ������� �� �� ���� ���� 

�� ����� ��� �������� ������� ��� ��������� λ �� ��� �������� ���������� �� ��� ����������� �� ��� ��� 
���� 

∂V 
= λ 

∂A0 

λ ��� ��������� �� ����������� �� ��� �������� ������� ��� ����� ���� ���� ������� ������ �� ������� 
������ �� �� ��� ���������� �������� ������� �� ������� V ���� �� ������� �� A� �� �� ��� ����� ���� ������ 
λ ���� ����� ���� �� ����� ��� ������������ �������� λ ���� ��� �� ����� � �������� �� ��� ������ 
������� ��� ��� ��������� ������ ������ 

��� ���������� ��� pt ≡ 1 ∀t� �� �� ��� �� � ����������� ���� ����� ��� ���� ���� ����� �� ���� ������ 

log ct 
log λ (ρ − r) 

t + 
log γ1 + log δ1 

= − 
(1 − δ1) 

− 
(1 − δ1) (1 − δ1) 

log ht = 
log λ 

+ 
log wt 

+
(ρ − r) (log γ2 − log δ2) 

(δ2 − 1) (δ2 − 1) (δ2 − 1) 
t − 

(δ2 − 1) 

��� ���� �������� �� ��� ��������� ����� ��� ������� ���� ����� ��� ���������� 

��	 ct ���� ������� �� wt ������� λ� λ �� � �������� ��������� ��� ����� �� ��� ������� ���� �� ����� �� 
������������ �� ��� �� ������� ���� ������� ����������� �� ���������� �������� ���� ������� ������ 
������ ��� ���� ������� �� ��� ������� �������� �������� ������� �� ������� 

�� ��� ����� �� � ������ �� wt �� ht �������� ������� ��� ��������� 

∂ log ht ∂ log λ 
= δ + δ 

∂ log wt 
· 
∂ log wt 
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����� δ ≡ > 0� �� ���� δ ��� ������������� ������������ ���������� ������ ���� �������� ����� 

δ2 − 1 
�� ���� ��� ����� �� � ���� ������ ��� � ������������ ����� ���� ����� ��� ���� �� ����� ���� �������� 
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����������� � ������ ���� ����� ���� ��� ����� �� ������ ��� �� ��� �������� ������� ���� �� ���� �� 
��� ���� �� � ����� ������ ���������� 

���� ����� ��������� ����� � ������ ��������� ��� �������� ����� ��� ������� �� ����� ������ ����� ����� 
������� ��� ��� �� ��� �������� ��������� ��� ���������� ��� ������ �� ���� ������� ���� �� ��� ����� ��� 
�������� ������� �� ������� ���� ������� ��� ������ ����� ��� ��������� ��� ���� �� � ���� ������������� 
���� �� ��� ����� λ� �� ����������� ��� ���� ���� ��� ������� ����� ���� λ�� �� ����� ������� ��� �������� �� 
������� ������ ���� ����� �� ���� ����� ����������� ��� ������������� ������� ����� ����� ������� ������� 
���������� ��� ��� ����� �������� �� ������� �� �� ��� ����������� ��� �������� ������������� �� ��������� 
��� ������ ���� �� ������ ���������� ��� ������������� ����� ������� ���� ���� � ��� ��� ����� ������ 
����������� � ��� �� ����������� ����� �������� ������ ���� �� ����� �� λ� ��� ��� ���� ��������� �� ��� 
����� ��������� ��� ���������� ��� ������ �� ������� ���� ����� 

��� ��������� ������� 

����� ����� ���� ���� �� ������� ������� ����� ��� �� �������� ��� ��������� �� ��� ��������� ������ �� 
����������� �� �� ���� ���� �� ����������� i� ��� ����� ������ �������� ���� ������� ��� ������ 

log hit = δ log wit + δ(ρ − r)t + Fi + ηit 

��� �� �� �������� ���� ��������� 

�� �������� �� �������� ����� ������� 

•	 ������� �� Fi �� ������������ ��� �������� λi� ����� ���� �� ���������� ���������� ���� log wit� 
���� ��� ������� ��������� ���� �������� �� ���� ���� ���� ���� ���� �� ���� ��� ��������� �� δ 
��� ������ 

�� �������� �� ����� ������ 
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�������� ����� �� � ��� �� ����� ������ ������ ���� ��� ������ 

������� �� ��� ����� ���� �� �� �������� ���� ������ ��� ����� ���� ������ ����������� ���� • 
�������� ����� ��������� �� ����� ���� ��� ��� �� �� ���� �������� ��� ���������� �� � ������� 
���� �� ����������� ����� ����� �� ��������� ������ ����� ��� ���� ������� ��� ���� �� ��� ��� 
������� �� ��������� ������� ���� ��� ����� ������ ������ ��� ���� ����� ��� ���� �������� 
��������� �� δ� ���� ������� ���� ���� �� ������� ���� 

�� �������� �� ������������ ��������� 

��� ������� �������� �� ������� �������� ���� ��� ����������� ����� �� ��� ������� ������ ����� • 
����� ��� ����� ����� ������ �������� ����� ���� ������� �� ������������ ��� ��������� ��� ���� 
�� ���� �������� ������ ���������� ���� ��� �������� ����� ������ �� ����������� �� ������ �� ����� 
������� ����� ������ ��� ��� ����� ������ �� ����� λ� �� ����� ������ �� �� ���� ������ �� ����� 
������ ����������� ���� ������� �� ��� ����� �� �� ��� �� ������� ���� �� ����� ���� ������� 
�� ����������� �� ������������� ���������� �� ���������� ��� ������� �������� 

loḡ h = δloḡwt + δ(ρ − r)t̄+ F̄ + η̄tt 
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�� ��� ����� �������� �λ ������ ������ ���� ��� �������� ������ ��� ��� ������� ���������� ���� 
��� �������� ��� ���� 
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������ �������� ��� ���� ���� ���� �� ���� ������ ������������� ������������ ��� ������� ��� ���� 
�� ����� ����������� ��� ���� ��������������� ���� ����� ����������� ���� ����� �� ��� ������� 
����������� ��� ����� ��� ����� ����� ����� ������ ��������� ��� �������� ���� ���������� ��� 
��������� ���� ������ ������������ ���� ���� ��� ����������� �� ������ ���� ��� ��� ���� ���� 
����� ����� ���� ��� ���� ���� ������������� �� ��� ��� ��� ���� ������ ���� ���� �� ��� ���� 
���� �������� �� ��� ���� �������� ������� ���� ����� ����������� ��� ���� ���� �������� ��������� 
��� ����� �������� �������� �� ��� ������ 

��� �������� ���� 

�� �� ����� ����� ������� ��� ���� �� �������� ���� � ������ ���� ���������� ������� �� ��� ��� ������� ����� 
��� ��� ��� ������� ��� �� ���� �� �������� ��� �������� 

log h∗ 
i = α + δ log w∗ 

i + ηi 

∗ 
i

∗ 
i�� �� ��� ���� �� ���� ����� ��� ����� h ��� w �� ����� �� ���� �� ������������ �������� δ� �� ����� 

������ Cov(log w∗ 
i , ηi) = 0� 

�������� ���� ������ �� ��� ������ �� �������� ������ ����� �� �� ���� �� ������� w� �� �� ��� ������� 
�������� �� ����� ��� ��������� �� ����� ������������ ������� ��� ���� w∗ 

i : 

∗ 
iy

h
w∗ 

i = ∗ 
i 

������������ ����� ��� �������� ���� �������������� ����� vi� ����� �� ��� ������ �� ����������� �� ������ 
����� ���� �� ��� ������ �� �������� 

hi = h∗ 
i vi� y· ∗ 

i 

�� �������� ����� ���


wi = 
∗ 
i 

∗ 
iy y

hi vih

� 

= ∗ 
i 



log wi = log w∗ 
i − log vi = ⇒ 

������� �� ������� �������� ����� �� �������� ����� ����� ���� ���� �� ������ 

plimδ̂ = 
Cov (log hi, log wi) 

V ar (log wi) 

Cov (log h + vi, log w − log vi) 
= 

∗ 
i i 
∗ 

V ar (log w∗ 
i − log vi) 

Cov (α + δ log w + ηi + log vi, log w − log vi) 
= 

∗ 
i i 
∗ 

V ar (log w∗ 
i − log vi) 

) + V ar (log vi) 
− 

��� ���� ���� ����� ��� ����� ����������� ���� ������ � δ �� ���������� �� � �������� ������ ���� ���� ���� �� 
��� ����������� ����� �� w ���� ���� ��� �������� ������� ����� �������� �� ���� ���� � ������ ���� ���� 
�� ������������� ��������� ���� ���� ����� ���� ��� ����������� ������� ��� ����������� ����� �� ��� ���� 
���� ���� ��� ��� ����������� ����� �� ��� ����������� �� ��� ����� ���� ���� �������� �� ��������� ���� � 
�������� δ� ���� ����� ����������� ���� ����� ��� ��� ���� ������� ��� ���� �� ��� ���������� 

∗)iV ar (log w V ar (log vi) 
= δ 

V ar (log w∗ V ar (log w∗ 
i ) + V ar (log vi)i 
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